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(1) 　△ ABC の面積を S とすると，S =
aha

2
=

bhb

2
=

chc

2
．

... aha = bhb = chc．

(2) 　 (1) より a =
2S

ha
, b =

2S

hb
, c =

2S

hc
だから，

図より，S =
1

2
(axa + bxb + cxc) =

1

2

(
2Sxa

ha
+

2Sxb

hb
+

2Sxc

hc

)
...

xa

ha
+

xb

hb
+

xc

hc
= 1 となり一定であるとわかる．

(3) 　点 P を通り BC に平行な直線と辺 AC の交点を E とする．
△ADE∽△ABCで，その相似比は ha − xa : ha．
よって AD : DB = ha − xa : xa．
...

−→
OD =

xa

ha

−→
OA+

(
1− xa

ha

)−→
OB ．

(4) 　点 P, C から辺 AB に下した垂線の足を Q, R とする．
△BCR∽△DPQ で，BC : DP = CR : PQ = hc : xc だから，−→

DP =
xc

hc

−→
BC

...
−→
OP =

−→
OD+

xc

hc

−→
BC =

xa

ha

−→
OA+

(
1− xa

ha
− xc

hc

)−→
OB+

xc

hc

−→
OC =

xa

ha

−→
OA+

xb

hb

−→
OB+

xc

hc

−→
OC．

従って k =
xa

ha
, l =

xb

hb
, m =

xc

hc
．（(2) より k + l +m = 1 は満たされている．）

[2]　

(1) 　正の数 c が有理数であると仮定する．すると，c =
l

k
(ただし k, lは互いに素な自然数) とおける．ここで，c2 = c+1

より l2

k2
=

l

k
+ 1 ，両辺 k 倍して l2

k
= l+ k が得られる．右辺が整数であることから， l2

k
も整数となり，k, l 互

いに素であることから k = 1 と決まる．すなわち c は整数となってしまう．

　ところが，c2 = c+ 1 を実際に解くと c =
1 +

√
5

2
が得られ，2 <

√
5 < 3 から 3

2
<

1 +
√
5

2
< 2．すなわち c は

整数となることはない．
　以上から c は無理数であると言える．

(2) 　数学的帰納法で示す．

(i) 　 n = 1のときは a1 = 1, b1 = 0が存在する．

(ii) 　 n = k のとき ck = akc+ bk をみたす整数 ak, bk が存在すると仮定すると，

ck+1 = ckc

= akc
2 + bkc

= ak(c+ 1) + bkc

= (ak + bk)c+ ak

となり，整数 ak+1 = ak + bk, bk+1 = ak が存在する．

以上 (i)(ii)から題意は示された．

(3) 　 cn を消去して整理すると (an − a′
n)c = −bn + b′n となる．ここで an − a′

n =\ 0と仮定すると c = − bn − b′n
an − a′

n
となる

がこの右辺は有理数であるから cが無理数であることに矛盾する．よって an − a′
n = 0となるので an = a′

n, bn = b′n が
成り立つ．

(4) 　数学的帰納法で示す．



(i) 　m = 1のときは明らかに成立する．

(ii) 　m = k のとき akn が an の倍数であると仮定する．m = k + 1のとき，

c(k+1)n = ckncn

= (aknc+ bkn)(anc+ bn)

= aknanc
2 + (aknbn + anbkn)c+ bknbn

= aknan(c+ 1) + (aknbn + anbkn)c+ bknbn

= (aknan + aknbn + anbkn)c+ aknan + bknbn

よって (3)の事実から a(k+1)n = aknan + aknbn + anbkn と一意に決まり，仮定から a(k+1)n は an の倍数となるこ
とが分かる．

以上 (i)(ii)から題意は示された．
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(1) ① f(θ) = (中辺)− (左辺) = log cos θ −
(

−θ2

2

1

cos θ

)
とする．f ′(θ) =

− sin θ + θ

cos θ
+

θ2

2

sin θ

cos2 θ
となる．

ここで g(θ) = − sin θ + θ
(A)
とすると，g′(θ) = − cos θ + 1 > 0 より，g(θ) は単調増加となり，g(θ) > g(0) = 0

なので，f ′(θ) > 0 がわかる．したがって f(θ) > f(0) = 0 から −θ2

2

1

cos θ
< log cos θ が成り立つ．

② h(θ) = (右辺) − (中辺) =
−θ2

2
− log cos θ とする．h′(θ) = −θ +

sin θ

cos θ (B)

, h′′(θ) = −1 +
1

cos2 θ
> 0 より

h′(θ) は単調増加であり，h′(θ) > h′(0) = 0 から h(θ) も単調増加となる．

したがって，h(θ) > h(0) = 0 となり，log cos θ <
−θ2

2
が成り立つ．

　

注 ：下線部 (A), (B) に関しては右図グラフの上下関係
から簡単に示すのもよいだろう．

　
O

y

x

y = tanx y = x

y = sinx

θ

(2) (1) の不等式の θ の部分に θ

n
を代入すると − θ2

2n2 cos θ
n

< log cos
θ

n
< − θ2

2n2

この両辺を n 倍して − θ2

2n cos θ
n

< log
(
cos

θ

n

)n

< − θ2

2n

ここで lim
n→∞

(
− θ2

2n cos θ
n

)
= lim

n→∞

(
− θ2

2n

)
= 0 なので lim

n→∞
log
(
cos

θ

n

)n

= 0（はさみうちの原理）

したがって， lim
n→∞

(
cos

θ

n

)n

= 1

(3) 前問の不等式をさらに n 倍して利用する．

− θ2

2 cos θ
n

< log
(
cos

θ

n

)n2

< − θ2

2
が成り立ち， lim

n→∞

(
− θ2

2 cos θ
n

)
= − θ2

2
なので，

lim
n→∞

log
(
cos

θ

n

)n2

= − θ2

2
（はさみうちの原理）．すなわち lim

n→∞

(
cos

θ

n

)n2

= e−
θ2

2



[4]　
(1) 　以下のように計算する．

　　　
∫ 1

−1

sinmπx sinnπx dx = − 1

2

∫ 1

−1

{cos(m+ n)πx− cos(m− n)πx} dx （積→和の公式を用いた）

= − 1

2

[
sin(m+ n)πx

(m+ n)π
− sin(m− n)πx

(m− n)π

]1
−1

= 0

(2) 　 f(x) = sin2 nπx とすると f(−x) = sin2 nπ(−x) = (− sinnπx)2 = sin2 nπx = f(x) が成り立つ．

　　　
∫ 1

−1

sin2 nπx dx = 2

∫ 1

0

sin2 nπx dx （被積分関数が偶関数であることから）

= 2

∫ 1

0

1− cos 2nπx

2
dx

= 2
[

1

2
x− sinnπx

4nπ

]1
0

= 1

(3) 　 g(x) = x sinnπx とすると g(−x) = (−x) sin(nπ(−x)) = x sinnπx = g(x) が成り立つ．

　　　
∫ 1

−1

x sinnπx dx = 2

∫ 1

0

x sinnπx dx （被積分関数が偶関数であることから）

= 2

([
− x

nπ
cosnπx

]1
0
+

∫ 1

0

1

nπ
cosnπx dx

)
= 2

([
− x

nπ
cosnπx

]1
0
+
[

1

n2π2
sinnπx

]1
0

)
=

−2 cosnπ

nπ

= − 2(−1)n

nπ

(4) 　 (1), (2), (3) の結果を用いる．

∫ 1

−1

(x− f(x))2 dx =

∫ 1

−1

(x−
N∑

n=1

cn sinnπx)2 dx =

∫ 1

−1

{
x2 − 2

N∑
n=1

cnx sinnπx+

(
N∑

n=1

cn sinnπx

)2}
dx

=

∫ 1

−1

(
N∑

n=1

cn sinnπx

)2

dx− 2

N∑
n=1

cn

∫ 1

−1

x sinnπx dx+
2

3

=

∫ 1

−1

(
N∑

n=1

cn
2 sin2 nπx

)
dx+

∑
cmcn

∫ 1

−1

sinmπx sinnπx dx− 2

N∑
n=1

cn

∫ 1

−1

x sinnπx dx+
2

3

（第 2項の
∑
は 1 <= m <= N, 1 <= n <= N,m =\ nとなるすべての (m, n)の組にわたる和

を表しているが，(1)によりこれは 0である．）

=

∫ 1

−1

(
N∑

n=1

cn
2 sin2 nπx

)
dx+ 4

N∑
n=1

cn(−1)n

nπ
+

2

3

=

N∑
n=1

cn
2 + 4

N∑
n=1

cn(−1)n

nπ
+

2

3
=

N∑
n=1

(
cn +

2(−1)n

nπ

)2

−
N∑

n=1

4

n2π2
+

2

3

であるから，
∫ 1

−1

(x− f(x))2 dx を最小にする cn は，cn =
−2(−1)n

nπ
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(1) 　確率分布表は以下の通り．

k 　　　　 p(X = k)

0
6C4 · 3C0

9C4
=

15

126
=

5

42

1
6C3 · 3C1

9C4
=

60

126
=

10

21

2
6C2 · 3C2

9C4
=

45

126
=

5

14

3
6C1 · 3C3

9C4
=

6

126
=

1

21

(2) 　「３個の○と６個の×」の並べ替え，つまり「３
個の１と６個の０」の並べ替えなので，9C3 = 84．

(3) 　何本目に引いても当たる確率は 1

3
である．

(4) 　 (1) の確率分布表から，

E(X) =
15

126
×0+

60

126
×1+

45

126
×2+

6

126
×3 =

4

3
．

(※ これは E(X) = E(Y1)+E(Y2)+E(Y3)+E(Y4)

=
1

3
× 4 を求めていることに他ならない．)
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