
3. n を自然数とする．座標平面上において, 不等式

x > 0, y > 0, log3
y

x
<= x <= n

を満たす格子点（x, y 座標がともに整数である点）の個数を Sn とする．

(1) 与えられた不等式を満たす格子点のうち，直線 x = k 上にある格子点の
個数を k を用いて表せ．ただし，k は 1 <= k <= n を満たす整数とする．

(2) Sn を求めよ．
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解答

(1) k · 3k (2) 3
4

+
(

1
2

n − 1
4

)
· 3n+1

解説
(1) 直線 x = k (1 <= k <= n)のとき，

log3
y

k
<= k ⇐⇒ 1 <= y <= k · 3k

である．よって，x = k 上の格子点の個数は，k · 3k 個である．

(2) (1)より Sn =
n∑

k=1

k · 3k である．

Sn = 1 · 3 + 2 · 32 + 3 · 33 + · · · +n · 3n · · · ①
3Sn = 1 · 32 + 2 · 33 + · · · + (n − 1) · 3n + n · 3n+1 · · · ②

①−②より，

−2Sn = 3 + 32 + 33 + · · · + 3n − n · 3n+1

= 3(3n − 1)
3 − 1

− n · 3n+1

= 3n+1 − 3
2

− n · 3n+1

= − 3
2

+
(

1
2

− n

)
· 3n+1

となる．したがって，

Sn =
3
4

+
( 1

2
n −

1
4

)
· 3n+1

である．
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問題 nを自然数とするとき，次の不等式をみたす格子点の個数をそれぞれ求めよ．
(1) y <= x2, y >= −x, 0 <= x <= n

(2) |x| + |y| <= n

(3) log2 x <= y <= 9

解答

(1) k を整数として，直線 x = k (0 <= k <= n) 上には格子点は
k2 − (−k) + 1 個あるので，

n∑
k=0

{k2 − (−k) + 1}

= n(n + 1)(2n + 1)
6

+ n(n + 1)
2

+ n + 1

=
1
3

(n + 1)(n2 + 2n + 3)

である．

問題 数列の和
n∑

k=1

(2k − 1)2−k を nで表せ．

解答
求める和を Sn とおくと，

Sn = 1 · 1
2

+ 3 · 1
22 + 5 · 1

23 + · · · + (2n − 1) · 1
2n

· · · ①
1
2

Sn = 1 · 1
22 + 3 · 1

23 + · · · + (2n − 3) · 1
2n

+ (2n − 1) · 1
2n+1 · · · ②

①−②より，

1
2

Sn = 1
2

+ 2 · 1
22 + 2 · 1

23 + · · · + 2 · 1
2n

− (2n − 1) · 1
2n+1

= 1
2

+

1
2

(
1 − 1

2n−1

)

1 − 1
2

− (2n − 1) · 1
2n+1

= 3
2

− 2n + 3
2n+1

となるので，Sn = 3 −
2n + 3

2n
である．
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