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試験直前に
演習！平面上に垂線を下ろして考えることがポイントの問題だった。

やや難度が高いので直前授業で扱った効果は高かっただろう。
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[Ⅱ]
O を原点とする座標空間において，3点 A(1, 2, 4)，B(3, 1, 2)，C(−1, 2, 5) を通る平面を π とする。π に関し
て点 D(2, 4, 1) と対称な点を E とし，�BCDの重心を G とする。E を中心とし，Gを通る球面を S とする。ま
た，S と π との交わりである円を K とする。

問 1 π の方程式を求めよ。答えのみでよい。

問 2 Eの座標を求めよ。答えのみでよい。

問 3 K の中心の座標と半径をそれぞれ求めよ。答えのみでよい。

問 4 K 上の点 P に対して，2 点 G, P間の距離を dP とおく。点 P が K 上を動くとき，(dP)2 の最小値を求めよ。

解答
(1) 3点 A(1, 2, 4), B(3, 1, 2), C(−1, 2, 5)を通る平面 π の方程式を求める。

−→
AB = (2, −1, −2),

−→
AC = (−2, 0, 1)

であるから，平面 π の法線ベクトルの 1つを −→
n = (1, a, b)とおくと，−→

n ·
−→
AB = 0 かつ −→

n ·
−→
AC = 0 が成り立

つので {
2 − b − 2c = 0
−2 + c = 0

を解いて (b, c) = (−2, 2)

よって，−→
n = (1, −2, 2) であり，A(1, 2, 4)を通ることから，平面の方程式は次のようになる。

1(x − 1) − 2(y − 2) + 2(z − 4) = 0

... x − 2y + 2z − 5 = 0 · · · · · ·①

注釈
外積を用いて，−→

ABと −→
ACの両方に垂直なベクトルを求めてもよい。

(2) 点 D(2, 4, 1)を通り，平面 π に垂直な直線の方程式は，パラメータ tを用いて次のように表される。

(x, y, z) =
−→
OD + t

−→
n

= (2 + t, 4 − 2t, 1 + 2t) · · · · · ·②

この直線と平面 π との交点となるときの tの値は②を①に代入して，

(2 + t) − 2(4 − 2t) + 2(1 + 2t) − 5 = 0 ⇐⇒ t = 1

したがって，点 Eは平面 π に関して Dと対称な点であるため，t = 2を ②に代入して

E(4, 0, 5)

(3) �BCDの重心 Gの座標は以下の通りである。

−−→
OG =

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD

3

=
(

3 − 1 + 2
3

,
1 + 2 + 4

3
,

2 + 5 + 1
3

)

=
(

4
3

,
7
3

,
8
3

)
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球面 S の中心は E(4, 0, 5)であり，G を通るため，球面 S の半径を Rとすると，

R2 = EG2

=
(

4 − 4
3

)2

+
(

0 − 7
3

)2

+
(

5 − 8
3

)2

= 18

円K は球面 S と平面 π の交わりであるため，円K の中心は，中心 Eから平面 π へ下ろした垂線の足（Hとす
る。）であり，点 Hの座標は t = 1を②に代入することで

H(3, 2, 3)

を得る。円K の半径を r とすると，三平方の定理から

r2 = R2 − EH2

ここで，EH2 = (3 − 4)2 + (2 − 0)2 + (3 − 5)2 = 9であることから，

r = 3

(4) 点 Gから平面 π に下ろした垂線の足を Iとする。−→
GIは法線ベクトル −→

n = (1, −2, 2)に平行であることから

−→
OI =

−−→
OG +

−→
GI

=
(

4
3

,
7
3

,
8
3

)
+ t(1, −2, 2)

=
(

4
3

+ t,
7
3

− 2t,
8
3

+ 2t

)

これを①に代入して t = 1
3
を得るため，点 Iの座標は

(
5
3

,
5
3

,
10
3

)
である。

H

P

I

G

円 K

よって，Gと平面 π の距離は GI = 1である。三平方の定理より，

(dP)2 = GP2 = GI2 + IP2 = 1 + IP2

である。この値を最小にするには，円K 上の点 Pと Iの距離 IPを最小にすればよい。
円K の中心 H(3, 2, 3)と Iの距離は，

HI =

√(
3 − 5

3

)2

+
(

2 − 5
3

)2

+
(

3 − 10
3

)2

=
√

2

Iは円K の内部にある（
√

2 < 3）ため，IPの最小値は 3 −
√

2である。したがって，(dP)2 の最小値は，

1 + (3 −
√

2)2 = 12 − 6
√

2

§2 演習問題 13

　
＋
　問題 2–2–2 3点 A(2, 1, 7), B(2, 5, 5), C(5, 3, 5) を含む平面 �上を動く点 Pがある．この点 Pは，
原点 O(0, 0, 0) との距離 OP <= 7

√
2を満たすように動く．このとき，平面 � 上で Pが動きうる領域の

面積は 　 である．また，点 Q(16, 10, 6)と点 Pの距離 PQの最小値は 　
√

　 である．
略解
順に 49�, 7

√
2

解答
−−→
AB = (0, 4, −2), −−→AC = (3, 2, −2) より −−→

AB × −−→
AC = (−4, −6, −12) = −2(2, 3, 6) を得る．これより

�の法線ベクトル −→
� として −→

� = (2, 3, 6) が取れ，�の方程式は

(2, 3, 6) · (� − 2, � − 1, � − 7) = 0 ⇐⇒ 2� + 3� + 6� = 49

であることがわかる．
O から � に下ろした垂線の足を H とすると −−→

OH = �
−→
� = (2�, 3�, 6�) と書けるので，代入して

4� + 9� + 36� = 49つまり � = 1．代入しなおして H(2, 3, 6) であるから，OH = 7である．

（距離 � そのものは，公式から � =
|0 + 0 + 0 − 49|
√

22 + 32 + 52
= 7と出すことが出来る．）

したがって，Pが動きうる領域（� とする）は Hを中心とする半径
√
(7
√

2)2 − OH2 = 7の円（�1 と
する）の周および内部となるから，求める面積は 49� である．また，Qから �に下ろした垂線の足を I

とすると，−→
QI = �

−→
� ⇐⇒ −→

OI =
−−→
OQ + −→

QI = (16 + 2�, 10 + 3�, 6 + 6�) とおけるから，代入して � = −1．
代入しなおして I(14, 7, 0) である．また |−→QI| = |�−→� | = 7もわかる．

HI =
√

122 + 42 + 62 = 14 > 7であるから，Iは � の外側にあり，PQが最小となるのは Pが線分 HI

と円 �1 の交点 Kにきたときである．求める最小値は
√

QI2 + IK2 = 7
√

2．

O

H

I

Q
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