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〔1〕 a を実数とし，f(x) = x2 − 4ax + a，g(x) = −x2 − 2ax − a とする。
(1) すべての実数 x に対し f(x) >= g(x) であるための a の条件を求めよ。
(2) すべての実数 x1, x2 に対し f(x1) > g(x2) であるための a の条件を求めよ。
(3) f(x) >= g(x) がすべての実数 x について成り立ち，かつ f(x1) <= g(x2) である実数 x1, x2 が存在するための

a の条件を求めよ。

解答
(1) f(x) − g(x) = 2x2 − 2ax + 2a >= 0 がすべての実数で成り立てばよいので，2x2 − 2ax + 2a = 0 の判別式を

D とすると，
D

4
= a2 − 4a <= 0 ⇐⇒ 0 <= a <= 4

(2) 題意を満たすためには， (
y = f(x)の最小値

)
>

(
y = g(x)の最大値

)
であることが必要十分である．
f(x) = (x − 2a)2 − 4a2 + a，g(x) = −(x + a)2 + a2 − a であることから，

−4a2 + a > a2 − a ⇐⇒ 5a2 − 2a < 0 ⇐⇒ 0 < a <
2
5

(3) f(x) >= g(x) がすべての実数 x について成り立つ条件は，(1) の結果から 0 <= a <= 4 · · ·① である．
また，「f(x1) <= g(x2) である実数 x1, x2 が存在する」という命題は，(2) の「すべての実数 x1, x2 に対し

f(x1) > g(x2) である」の否定であることから，その条件は a <= 0,
2
5

<= a · · ·② である．

①，② より求める a の条件は a = 0 または
2
5

<= a <= 4．
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〔2〕 曲線 y = sin x 上に 2点 A(a, sin a), B(b, sin b), (a =\ b) をとり，A, B での接線をそれぞれ lA, lB とする。
(1) lA と lB が 1点で交わるために a, b が満たすべき条件を求めよ。また，そのときの交点 P の座標を求めよ。

(2) 0 <= a <=
π

2
, b = a + π

2
のとき，交点 P の y 座標を f(a) として，f(a) の最大値と最小値を求めよ。

解答
(1) y = sin x のとき y′ = cos x であるから

lA : y = cos a(x − a) + sin a = x cos a − a cos a + sin a,

lB : y = x cos b − b cos b + sin b

である．
lA と lB が 1点で交わるためには傾きが異なることが必要十分である．したがって求める条件は

cos a =\ cos b

⇐⇒ − 2 sin a + b

2
sin a − b

2
=\ 0

⇐⇒ a ± b

2
=\ nπ (n は整数)

⇐⇒ a ± b =\ 2nπ (n は整数)

である．
交点は連立方程式 {

y = x cos a − a cos a + sin a
y = x cos b − b cos b + sin b

を解いて

P
(

a cos a − b cos b − sin a + sin b

cos a − cos b
,

(a − b) cos a cos b − sin(a − b)
cos a − cos b

)
となる．

(2) 0 <= a <=
π

2
, b = a + π

2
の場合 π

2
<= a + b <=

3π

2
, a − b = − π

2
であるから，(1) により lA, lB は交わ

る．P の y 座標に b = a + π

2
を代入して

f(a) =
− π

2
cos a cos

(
a + π

2

)
− sin

(
− π

2

)
cos a − cos

(
a + π

2

)

=

π

2
cos a sin a + 1

cos a + sin a

cos a + sin a = t とおく．t = cos a + sin a =
√

2 sin
(

a + π

4

)
より 1 <= t <=

√
2 である．

t2 = cos2 a + 2 cos a sin a + sin2 a = 1 + 2 cos a sin a であるから

f(a) =

π

2
· t2 − 1

2
+ 1

t
= πt2 + 4 − π

4t

と表される．これを g(t) とおく．
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g′(t) = πt2 − (4 − π)
4t2 より 1 <= t <=

√
2 において g′(t) > 0 である．つまり g(t) は単調増加で，

f(a) の最小値は g(1) = 1，最大値は g
(√

2
)

=
√

2(π + 4)
8

である．
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〔3〕 1 枚の硬貨を兄，弟の 2 人が兄から始めて交互に投げる。投げる度に，表が出れば投げた人は 1 点を得て，裏
が出れば点は得られない。2 人の硬貨投げの合計回数を n と表す。n 回まで硬貨投げが済んだときの兄，弟のそれぞ
れの合計得点を An, Bn とおく。

(1) A8 = 1, B8 = 4 になる確率を求めよ。
(2) n = 1, 2, · · · , 8 のうちの 1 個以上の n で，Bn − An = 3 となる確率を求めよ。

解答
(1) n = 8 のとき，兄，弟ともに 4 回ずつ硬貨を投げている．A8 = 1, B8 = 4 になるためには，兄は 1 回が表で

3 回が裏，かつ，弟は 4 回とも表であればよい．題意が「A8 = 1 かつ B8 = 4 となる確率」であると解釈し，そ
の確率を P (A8 = 1, B8 = 4) とすると（以下でも同様の表記とする），兄，弟が投げた硬貨の表裏は独立事象で
あるから，

P (A8 = 1, B8 = 4) = 4C1 · 1
2

(
1
2

)3

× 4C4 ·
(

1
2

)4

=
1

64

注釈
もし，「A8 = 1，B8 = 4 となるそれぞれの確率」であれば，

P (A8 = 1) = 4C1 · 1
2

(
1
2

)3

= 1
4

P (B8 = 4) = 4C4 ·
(

1
2

)4

= 1
16

となる．
(2) 1 <= n <= 8 なので，0 <= An <= 4 かつ 0 <= Bn <= 4 である．よって，

Bn − An = 3 ⇐⇒ (An, Bn) = (0, 3) または (1, 4)

であり，n の値に注目すると以下の事象 R, S, T, U に限られる．

R ; A6 = 0 かつ B6 = 3
S ; A7 = 0 かつ B7 = 3
T ; A8 = 0 かつ B8 = 3
U ; A8 = 1 かつ B8 = 4

それぞれの確率は，

P (R) = 3C0 ·
(

1
2

)3

× 3C3 ·
(

1
2

)3

= 1
64

P (S) = 4C0 ·
(

1
2

)4

× 3C3 ·
(

1
2

)3

= 1
128

P (T ) = 4C0 ·
(

1
2

)4

× 4C3 ·
(

1
2

)3

· 1
2

= 1
64

P (U) = 4C1 · 1
2

·
(

1
2

)3

× 4C4 ·
(

1
2

)4

= 1
64

となる．
求めたいのは P (R ∪ S ∪ T ∪ U) である．
ここで，S が起こるのは，R が起こった後で兄が裏を出すときに限るので，R ∪ S = R である．よって，

R ∪ S ∪ T ∪ U = R ∪ T ∪ U である．
また，明らかに T ∩ U = ϕ である．
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R ∩ T となるには，R が起こった後で，兄が裏，弟が裏を出せばよく，また，R ∩ U となるには，R が起こっ
た後で，兄が表，弟が表を出せばよい．よって，

P (R ∩ T ) = P (R) × 1
2

× 1
2

= 1
256

P (R ∩ U) = P (R) × 1
2

× 1
2

= 1
256

となる．
（以上から，包含は右図のようなイメージとなる） RT U

以上から，求める確率は

P (R ∪ S ∪ T ∪ U) = P (R ∪ T ∪ U)

= P (R) + P (T ) + P (U) − P (R ∩ T ) − P (R ∩ U)

= 1
64

+ 1
64

+ 1
64

− 1
256

− 1
256

=
5

128

別解
以下のように，横軸に n，縦軸に Bn − An をとって Bn − An の値の変化を調べてもよい．

n

Bn − An

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6 7 8

1

1

1

2

1

1

3

3

1

1

4

6

4

1

1

5

10

10

5

1

1

6

15

20

15

6

1

1

7

21

35

35

21

7

1

1

8

28

56

70

56

28

8

1

①

②

③

図中の赤い数字は，左端の n = 0 からの経路が何通りあるかを示している（パスカルの三角形と同じである）．

経路の総数は
8∑

k=0
8Ck = 28 = 256 通りであり，これらはどれも同様に確からしい．これらの経路のうち，直線

Bn − An = 3 上の点を少なくても 1 回通る経路の総数を考えると，
• ①, ② の 1 + 8 = 9 通りは適する
• ③ の 28 通りのうち，(n, Bn − An) = (6, 3) を通る 1 通りは適する

とわかる．つまり 9 + 1 = 10 通りが適する．よって求める確率は， 10
256

=
5

128
である．
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〔4〕 △ABC において BC = a，CA = b，AB = c とする。
(1) △ABC の辺 BC 上の点 P から，辺 AC，AB へそれぞれ垂線 PE，PF を下す。PE2 + PF2 が最小値をとる
とき，比 PB : PC を求めよ。なお，比は a, b, c を用いて表せ。

(2) 小問 (1) の最小値を与える辺 BC 上の定点を P とする。(1) の辺 BC の代わりにそれぞれ辺 CA，辺 AB に
対して同様な考察を行い得られる CA 上の定点，AB 上の定点をそれぞれ Q，R とする。AP，BQ，CR は一点
M で交わることを示せ。

(3) △ABC の内部の点 U から，三辺 BC，CA，AB にそれぞれ垂線 UI，UJ，UK を下す。U が動くとき
T = UI2 + UJ2 + UK2 は小問 (2) の点 M で最小となることを示せ。なお最小値は求めなくてよい。

注：試験中，問題冒頭に「鋭角三角形」を付け加えるように指示があった．

解答
(1) BP : PC = s : (1 − s) (0 <= s <= 1) とおくと，PB = as, PC = a(1 − s) である．

△ABC の外接円の半径を R とすると，正弦定理より，

sin B = b

2R
, sin C = c

2R

が成り立つので，

PE = a(1 − s) sin C = ac(1 − s)
2R

PF = as sin B = abs

2R

である．よって，

B C

A

P

EF

as a(1 − s)

PE2 + PF2 = a2c2(1 − s)2

4R2 + a2b2s2

4R2

= a2(b2 + c2)
4R2 s2 − a2c2

2R2 s + a2c2

4R2 (0 <= s <= 1)

この式を f(s) とすると， f ′(s) = a2(b2 + c2)
2R2 s − a2c2

2R2 であり，f ′(s) = 0 のとき，s = c2

b2 + c2 を得る．

この値は 0 <= s <= 1 を満たし，y = f(s) のグラフは下に凸の放物線であることから，このとき f(s) は最小とな
る．よって，

PB : PC = c2

b2 + c2 :
(

1 − c2

b2 + c2

)
= c2 : b2

(2) (1) と同様にすると，
AQ : QC = c2 : a2, AR : RB = b2 : a2

を得る．
AR
RB

· BP
PC

· CQ
QA

= b2

a2 · c2

b2 · a2

c2 = 1

であるから，チェバの定理の逆より，線分 AP，BQ，CR は 1 点で交わることが示された． （証明終）

(3) 辺 BC に平行でかつ辺 AB，AC と交わる直線 ℓ を引き，ℓ と辺 AB，AC との交点をそれぞれ L1, L2 とする．
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線分 L1L2 上に点 U をとるとき，直線 ℓ と辺 BC の距離に関わ
らず，UJ2 + UK2 が最小となるのは (1) より L1U : L2U = c2 : b2

となるときである．よって，点 U は (2) のときの定点 P について，
線分 AP 上にあることが分かる．他の辺についても同様の事が言え
るので，T が最小となるのは，U が (2) で求めた点 M と一致する
ときであることが示された． （証明終）

B C

A

U

I

JK

ℓ
c2 b2

L1 L2

参考
(3)を実現する点 M は「ルモアーヌ点」と呼ばれるものである．
三角形 ABC の面積を S とする． UI = ra, UJ = rb, UK = rc とおくと，面積について

S = 1
2

ara + 1
2

brb + 1
2

crc

= 1
2

(ara + brb + crc)

より
4S2 = (ara + brb + crc)2

が成り立っている．ここで，コーシー・シュワルツの不等式により

(ara + brb + crc)2 <= (a2 + b2 + c2)(ra
2 + rb

2 + rc
2)

が成り立つので，

T = UI2 + UJ2 + UK2

= ra
2 + rb

2 + rc
2

>=
4S2

a2 + b2 + c2

が成り立つ．この不等式の等号は a : b : c = ra : rb : rc のとき成立するから，このとき

△UBC : △UCA : △UAB = a2 : b2 : c2

が成り立っている．したがって
PB : PC = △UAB : △UCA = c2 : b2

などが成り立つので T を最小にする点は (2)で求めた点 M であることがわかる．

B C

A

U

I

J

K

P

Q

R
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〔5〕 a > 0, b > 0 とする。xy 座標平面上に点 A(a, 0)，点 B(0, b) をとり，直線ABに関して原点Oと対称の位
置にある点を P(u, v) とする。

(1) a, b を u, v で表せ。
(2) ab = 1 を満たしながら A，Bが動くとき，点 Pが描く曲線の極方程式を

r2 = f(θ)
(

r > 0, 0 < θ <
π

2

)
と表す。f(θ) を求めよ。

解答

(1) OPの中点
( u

2
,

v

2

)
は直線 AB : x

a
+ y

b
= 1 上にあるので，

u

2a
+ v

2b
= 1 · · · ①

また，直線 ABの法線ベクトルと
−→
OP が平行なので，

(u, v) ∥
(

1
a

,
1
b

)
∥ (b, a)

より，
b = ku, a = kv · · · ②

とおく．これを①に代入すると，
u

2kv
+ v

2ku
= 1

より，k = u2 + v2

2uv
が得られる．これを②に代入して，

a =
u2 + v2

2u
, b =

u2 + v2

2v

である．
(2) 前問の解を ab = 1 に代入すると，

(u2 + v2)2

4uv
= 1

である．u = r cos θ, v = r sin θ より，

r4

4r cos θ · r sin θ
= 1

⇐⇒ r2

4 sin θ cos θ
= 1

⇐⇒ r2 = 2 sin 2θ

となるので，f(θ) = 2 sin 2θである．
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講評

〔1〕［2次関数］（標準）(2)(3)は 2次関数の最大最小を 2つの独立変数で考える問題である．類題が多数あり，このタ
イプの問題を経験したことがあるかどうかで大きく差がつきそうである．

〔2〕［数学Ⅲの微分法］（やや難）(1)では立式は難しくないが計算がやや煩雑で，方針は立っても正解までたどり着く
ことはなかなか難しかったと思われる．(2)は sin a + cos a を置き換えるとやや簡単になる．計算力で差がつきそう
な問題である．

〔3〕［確率］（やや難）(1)は題意が「A8 = 1 かつ B8 = 4 となる確率」であると解釈して答えても，個々に確率を出
しても問題はないであろう．(2)は Bn − An = 3 となる場合を個々に求めていけばよいが，重複を除きつつ計算する
のが大変で，完答は難しいと思われる．

〔4〕［図形と計量］（難）(1)は PE と PF の長さを表すことができるかがポイントとなるが，自力ではなかなか思い
つかないであろう．(2)はチェバの定理の逆を用いる典型的な問題なので，(1)が解ければそれほど難しくはない．(3)
は (1)を利用すればいいのだが，(1)と同様にかなり難しい．

〔5〕［極座標］（標準）(1) は「u, v を a, b で表せ」であれば通常の対称点の求め方と同じ感覚であるが，実際は「a, b

を u, v で表せ」であるので少し注意が必要．ただししっかり得点したいところではある．(2) は (1) がミスなく取れ
ていれば極座標の定石通り u = r cos θ, v = r sin θ を代入するだけであるので得点しやすい．

2021年前期より難化して，2020年後期と同じくらいの難しさとなった．〔1〕，〔5〕は完答したいが，〔2〕～〔4〕
はどれも手が付きにくい設問が含まれており完答は難しいだろう．目標は 60%．

医学部専門予備校英進館メビオ 医学部専門予備校 YMS 医学部進学予備校メビオ

解答速報
メルマガ無料登録で全教科配信！

0120-146-156
受付 9～21時（土日祝可・携帯からOK）

大阪市中央区石町 2-3-12
ベルヴォア天満橋

https://www.mebio.co.jp/

03-3370-0410
受付 8～20時（土日祝可）
東京都渋谷区代々木
1-37-14

https://yms.ne.jp/

0120-192-215
福岡市中央区渡辺通４-8-20
英進館 天神本館新2号館2階

https://www.mebio-eishinkan.com/

医学部専門予備校

福岡校

本解答速報の内容に関するお問合せは… メビオ 0120-146-156まで


