
医学部専門予備校 YMS 医学部進学予備校メビオ

解答速報
2020年 2月11日実施

大阪医科大学（前期）　数学
〔1〕 A0, A1, A2 を一辺の長さ 1 の正三角形の頂点とし，P0 を辺 A0A1 上の点として A0P0 = a0 (0 < a0 < 1)
とする。さらに，k を自然数として，

An =


A0 n = 3kのとき
A1 n = 3k + 1のとき
A2 n = 3k + 2のとき

と定める。辺 An−1An 上の点 Pn−1 が定まったとき，Pn−1 から辺 AnAn+1 に下ろした垂線の足を Pn と決め，
AnPn = an とする。

(1) an を an−1 で表せ。
(2) lim

n→∞
an を求めよ。

解答

(1) 三角形Pn−1AnPnにおいて，∠Pn−1AnPn = π

3
であることより，an = (1−an−1) cos π

3
=

1
2

(1 − an−1)．

(2) (1)の漸化式を変形すると

an − 1
3

= − 1
2

(
an−1 − 1

3

)
よって

an = 1
3

+
(

− 1
2

)n (
a0 − 1

3

)

ゆえに lim
n→∞

an =
1
3
．

An−1

An An+1

Pn−1

Pn

π
3

an−1

1 − an−1

an
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〔2〕 △ABC において ∠A = π

2
，BC = 1，∠B = θ とし，面積を S，辺の長さの和を l とする。また △ABC を

辺 BC の周りに 1 回転させてできる回転体 W の体積を V とする。
(1) V を θ を用いて表せ。

(2) V

Sl
が最大となるときの θ を定めよ。

解答
(1) 与条件から AB = cos θ, AC = sin θ である．また点 Aから辺 BCに下ろした垂線と BCとの交点を Hとす
ると，

AH = AB sin θ = sin θ cos θ

したがって

V = 1
3

· πAH2 · BC

= 1
3

· π sin2 θ cos2 θ · 1

=
π

3
sin2 θ cos2 θ

A

B C
H1

cos θ sin θ

θ

(2) l = 1 + sin θ + cos θであり，また

S = 1
2

AB · AC = 1
2

sin θ cos θ

であるから，

V

Sl
=

π

3
sin2 θ cos2 θ

1
2

sin θ cos θ(1 + sin θ + cos θ)

= π

3
· 2 sin θ cos θ

1 + sin θ + cos θ

ここで t = sin θ + cos θとおくと，t2 = 1 + 2 sin θ cos θより 2 sin θ cos θ = t2 − 1なので，

V

Sl
= π

3
· t2 − 1

1 + t

= π

3
(t − 1)

となる．t =
√

2 sin
(

θ + π

4

)
と変形でき，題意から

0 < θ <
π

2
⇐⇒ π

4
< θ + π

4
<

3π

4

なので， V

Sl
が最大となるのは θ + π

4
= π

2
すなわち θ =

π

4
のときである．
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〔3〕 m を 4 以上の自然数とする。赤玉 m 個と青玉 m 個の計 2m 個の玉を袋に入れる。袋から玉を 1 個ずつ続
けて 4 個取り出す。最初の 2 個の玉を取り出したとき赤玉と青玉が同数という事象を A とする。4 個の玉を取り出
したとき赤玉と青玉が同数という事象を B とする。以下では事象 A が起こる確率を P (A) などと表す。

(1) 確率 P (A)，P (B) をそれぞれ m で表せ。
(2) 確率 P (A ∩ B) を m で表せ。
(3) 事象 A も B も起こらない確率を m で表せ。

解答
(1) 事象 Aは「同時に 2個取り出して赤玉 1個，青玉 1個が取り出される」事象でもあるから，その確率は

P (A) = mC1 · mC1

2mC2
= m2

2m(2m − 1)
2

=
m

2m − 1

また，事象 B は「同時に 4個取り出して赤玉 2個，青玉 2個が取り出される」事象でもあるから，その確率は

P (B) = mC2 · mC2

2mC4
=

{
m(m − 1)

2

}2

2m(2m − 1)(2m − 2)(2m − 3)
4 · 3 · 2 · 1

=
3m(m − 1)

2(2m − 1)(2m − 3)

(2) 事象 A ∩ Bは「最初の 2個で赤玉と青玉が 1個ずつ取り出され，そのあとの 2個で赤玉と青玉が 1個ずつ取り
出される」事象であるから，その確率は

P (A ∩ B) = P (A) · m−1C1 · m−1C1

2m−2C2

= m

2m − 1
· (m − 1)2

(2m − 2)(2m − 3)
2

=
m(m − 1)

(2m − 1)(2m − 3)

(3) 事象 Aの余事象を Aなどと表すことにすると，求める確率は，

P (A ∩ B) = P (A ∪ B)

= 1 − P (A ∪ B)

= 1 − {P (A) + P (B) − P (A ∩ B)}

= 1 −
(

m

2m − 1
+ 3m(m − 1)

2(2m − 1)(2m − 3)
− m(m − 1)

(2m − 1)(2m − 3)

)
=

3(m − 1)(m − 2)
2(2m − 1)(2m − 3)

別解
事象 Aも B も起こらないのは次の場合である．

(ⅰ) 最初の2個で赤玉が2個取り出され，そのあとの 2個で赤玉が 2個取り出されるか赤玉と青玉が 1個ずつ取り出される①．

(ⅱ) 最初の2個で青玉が2個取り出され，そのあとの 2個で青玉が 2個取り出されるか赤玉と青玉が 1個ずつ取り出される②．

最初の 2個で赤玉あるいは青玉が 2個取り出される確率は 1 − P (A) = 1 − m

2m − 1
= m − 1

2m − 1
である．また，

・下線部①の余事象は「そのあとの 2個で青玉が 2個取り出される」事象
・下線部②の余事象は「そのあとの 2個で赤玉が 2個取り出される」事象
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なので，①，②の確率はともに 1 − mC2

2m−2C2
= 1 −

m(m − 1)
2

(2m − 2)(2m − 3)
2

= 3(m − 2)
2(2m − 3)

である．したがっ

て求める確率は

P (A ∩ B) = m − 1
2m − 1

· 3(m − 2)
2(2m − 3)

=
3(m − 1)(m − 2)

2(2m − 1)(2m − 3)

である．
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〔4〕 a, b, c はいずれも正の有理数とする。
(1)

√
a +

√
b が有理数ならば，

√
a も

√
b も有理数であることを示せ。

(2)
√

a +
√

b +
√

c が有理数ならば，
√

a,
√

b,
√

c のいずれも有理数であることを示せ。

解答
(1)

√
a +

√
b = p ⇐⇒

√
b = p −

√
a とおき，両辺を 2乗すると，

b = p2 − 2p
√

a + a ⇐⇒ 2p
√

a = p2 + a − b

である．明らかに p > 0 なので，
√

a = p2 + a − b

2p

となるが，右辺は有理数なので
√

a も有理数である．
√

b が有理数であることも同様に示すことができる． （証明終）

(2)
√

a +
√

b +
√

c = q ⇐⇒
√

b +
√

c = q −
√

a とおき，両辺を 2乗すると，

b + 2
√

bc + c = q2 − 2q
√

a + a ⇐⇒ 2
√

bc + 2q
√

a = q2 + a − b − c

である．明らかに q > 0 なので， √
bc

q2 +
√

a = q2 + a − b − c

2q

となるが，右辺は有理数なので
√

bc

q2 +
√

a も有理数である．さらに， bc

q2 も a も有理数なので (1)より
√

a

も有理数である．
√

b と
√

c が有理数であることも同様に示すことができる． （証明終）

別解
√

a +
√

b +
√

c が有理数だが
√

a が有理数ではないものとして矛盾を導こう．
4次方程式

f(x) = (x −
√

b −
√

c)(x −
√

b +
√

c)(x +
√

b −
√

c)(x +
√

b +
√

c) = 0

を考える．展開すると

f(x) = {(x −
√

b)2 − c}{(x +
√

b)2 − c}

= (x2 + b − c − 2
√

bx)(x2 + b − c + 2
√

bx)

= (x2 + b − c)2 − 4bx2

なので f(x) は有理数係数の多項式である．また r =
√

a +
√

b +
√

c（有理数） とすると
√

b +
√

c = r −
√

aな
ので f(r −

√
a) = 0 が成り立っている．有理数係数の整方程式が r −

√
a を解に持つ場合，r +

√
a も解に持つ

はずであるが，f(r +
√

a) > 0 なので解にならない．これは矛盾である． （証明終）
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〔5〕 n を 0 以上の整数として，次のようにおく。

cn(x) =
∫ x

0
tn cos t dt, sn(x) =

∫ x

0
tn sin t dt, fn(x) =

∫ x

0
tn cos(x − t)dt

(1) n >= 1 のとき，cn(x), sn(x) を cn−1(x), sn−1(x) を用いて表せ。
(2) n >= 2 のとき，fn(x) を fn−2(x) を用いて表せ。

(3)
∫ x

0
h(t) cos(x − t)dt = x3 を満たす多項式 h(t) があれば，その一例を求めよ。

解答
(1) 部分積分を行うことにより，

cn(x) =
[
tn sin t

]x

0
−

∫ x

0
ntn−1 sin tdt

= xn sin x − nsn−1(x)

また，同様にして

sn(x) =
[
tn(− cos t)

]x

0
−

∫ x

0
ntn−1(− cos t)dt

= −xn cos x + ncn−1(x)

(2) 部分積分を行うことにより，

fn(x) =
[
tn {− sin(x − t)}

]x

0
−

∫ x

0
ntn−1 {− sin(x − t)} dt

= n

∫ x

0
tn−1 sin(x − t)dt

= n

{[
tn−1 cos(x − t)

]x

0
−

∫ x

0
(n − 1)tn−2 cos(x − t)dt

}
= n

{
xn−1 − (n − 1)fn−2(x)

}
= nxn−1 − n(n − 1)fn−2(x)

別解
部分積分を用いない場合，(1)の結果を繰り返し利用すると，

fn(x) =
∫ x

0
tn cos(x − t) dt

=
∫ x

0
tn(cos x cos t + sin x sin t) dt

= cos x · cn(x) + sin x · sn(x) · · ·①

= cos x · (xn sin x − nsn−1(x)) + sin x · (−xn cos x + ncn−1(x))

= −n cos x · sn−1(x) + n sin x · cn−1(x)

= −n cos x ·
{

−xn−1 cos x + (n − 1)cn−2(x)
}

+ n sin x ·
{

xn−1 sin x − (n − 1)sn−2(x)
}

= nxn−1 − n(n − 1) {cos x · cn−2(x) + sin x · sn−2(x)}

= nxn−1 − n(n − 1)fn−2(x)
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(... ①より cos x · cn−2(x) + sin x · sn−2(x) = fn−2(x))

(3) (2)より，

fn(x) + n(n − 1)fn−2(x) = nxn−1

⇐⇒
∫ x

0
tn cos(x − t)dt + n(n − 1)

∫ x

0
tn−2 cos(x − t)dt = nxn−1

これに n = 4を代入すると， ∫ x

0
t4 cos(x − t)dt + 12

∫ x

0
t2 cos(x − t)dt = 4x3

⇐⇒
∫ x

0
(t4 + 12t2) cos(x − t)dt = 4x3

⇐⇒
∫ x

0

(
t4

4
+ 3t2

)
cos(x − t)dt = x3

したがって，
∫ x

0
h(t) cos(x − t)dt = x3 を満たす多項式 h(t)の一例は，

t4

4
+ 3t2．

別解
cos(x − t) = cos x cos t + sin x sin tなので，(3)の与式から

cos x

∫ x

0
h(t) cos tdt + sin x

∫ x

0
h(t) sin tdt = x3 · · ·②

となる．この両辺を xで微分すると，

− sin x

∫ x

0
h(t) cos tdt + h(x) cos2 x

+ cos x

∫ x

0
h(t) sin tdt + h(x) sin2 x = 3x2

⇐⇒ − sin x

∫ x

0
h(t) cos tdt + cos x

∫ x

0
h(t) sin tdt + h(x) = 3x2 · · ·③

となり，さらにこの両辺を xで微分すると，

− cos x

∫ x

0
h(t) cos tdt − h(x) sin x cos x

− sin x

∫ x

0
h(t) sin tdt + h(x) cos x sin x + h′(x) = 6x

⇐⇒ h′(x) = x3 + 6x (... ②)

となる．③にx = 0を代入することによりh(0) = 0であるから，h(x) = x4

4
+3x2，すなわちh(t) =

t4

4
+ 3t2

である．（つまり，実は多項式 h(t)は一意に決まる）
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積分漸化式を前日に確認！
n を 0 以上の整数とする．

(1) In =
∫ 1

0

x2n

1 + x2 dx とする．In+1 + In を求めよ．

(2) In =
∫ 1

0
xne2xdx とする．n >= 1 のとき In を In−1 で表せ．

(3) In =
∫ π

2

0
sinn xdx とする．n >= 2 のとき In を In−2 で表せ．

(4) In = 1
n!

∫ e

1
(log x)n

dx とする．n >= 1 のとき In を In−1 で表せ．
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講評

〔1〕［数列］（やや易）(1)は一見すると問題の設定がやや難解だが，どのような図になるかさえ掴めれば容易に解くこ
とができる．(2)では，(1)で得られた漸化式から一般項を求めれば極限は容易に求まる．この問題は落とせない．

〔2〕［三角関数の最大値］（標準）(1)は辺長などを三角関数で表していけばよい．(2)は，t = sin θ + cos θとおくとい
う典型処理が出来たかどうかがポイント．この問題も完答したい．

〔3〕［確率］（標準）(1)(2)は事象をうまく言い換えて考えれば難しくはないが，言い換えられなかった場合，やや煩
雑な処理になったかもしれない．(3)は余事象を用いてそれまでの結果をうまく利用して求めたい．

〔4〕［数の分類］（やや難）この種の証明に慣れていないと難しい．2006年の和歌山県立医科大の入試問題と全く同じ
である．

〔5〕［積分漸化式］（標準～やや難）(1)(2)は部分積分を行うことにより漸化式を作ることができる．ここは是非取り
たい．(3)は与えられた式を見て，(2)で得られた式を利用することに気づくかがポイントになるが，気づきにくいか
もしれない．

昨年度前期と比較すると，難易度は下がり分量も減って解きやすいセットとなっている．〔1〕～〔3〕は完答し，〔5〕
は (2)までを仕上げたい．目標は 75%．

医学部専門予備校 YMS 医学部進学予備校メビオ

解答速報 大阪市中央区石町2-3-12ベルヴォア天満橋
https://www.mebio.co.jp/

受付時間 9～21時　土日祝可携帯からOK受付時間 8～20時　土日祝可

東京都渋谷区代々木 1-37-14

0120-146-15603-3370-0410
メルマガ無料登録で全教科配信！ 本解答速報の内容に関するお問合せはメビオ　 0120-146-156 まで

https://yms.ne.jp/


